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В этой статье на полуоси получены условия разрешимости одного класса 
краевых задач для операторно-дифференциальных уравнений четвёртого порядка 
с разрывными коэффициентами. Эти условия выражены коэффициентами данного 
операторно-дифференциального уравнения. 
  

Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве H  крае-
вую задачу 
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где ( )∞=+ ,R 0 ,  ( )tf  и ( )tu - вектор- функции, определенные в +R  поч-
ти всюду, со значениями из H , 
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причем 0>α , 0>β  - постоянные числа, a  операторы A  и ( )tAj  

( )40,j =  удовлетворяют следующим условиям: 
1) A - нормальный обратимый оператор, спектр которого содержится в 
угловом секторе 

{ } 40 πεελλε <≤≤= ,arg:S ; 

2) линейные операторы ( ) ( ) ( )40,jAtAtB j
jj == −  ограничены в H  и 

( ) ( )( )HL;RLtBj +∞∈ . 
 Здесь и в дальнейшем, производные понимаются в смысле теории 
обобщенных функций [1]. 
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 Если оператор A  удовлетворяет условию 1), то его можно пред-
ставить в виде 

CUUCA == , 
где U - унитарный, а C - положительно- определенный самосопряженный 
оператор в H . Обозначим ( )γγ CDH = , 0≥γ , и определим норму 

xCx γ
γ
= ,  γHx∈ . Очевидно, что γH - гильбертово пространство со 

скалярным произведением ( ) ( )yC,xCy,x γγ
γ = . 

 Следуя книге [1], обозначим через ( )H;RL +2  гильбертово про-
странство вектор- функций, определенные в +R  почти всюду, со значе-
ниями из H , для которых 
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Далее, определим следующие гильбертовые пространства [1]: 
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Отметим, что при ( )∞∞−= ,R  пространства ( )HRL ;2  и ( )HRW ;4
2  

определяются аналогично. 
 Определение 1. Если вектор-функция ( ) ( )H;RWtu +∈ 4

2  удов-
летворяет уравнению (1) почти всюду, в ),( ∞0 то ее будем называть 
регулярным решением уравнения (1). 
 Определение 2. Если при любом ( ) ( )H;RLtf 2∈  существует ре-
гулярное решение ( )tu  уравнения (1), которое удовлетворяет граничным 
условиям (2) в смысле 
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и имеет место неравенство 
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2 LW
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то граничную задачу (1), (2) будем называть регулярно разрешимым.  
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 В данной работе мы найдем условия регулярной разрешимости 
задачи (1), (2). Эти условия выражены коэффициентами операторно- диф-
ференциального уравнения.  
 Отметим, что при ( ) 1≡tρ   ( )1== βα  аналогичная задача рас-
смотрена в [2]. Когда βα ≠ , в общем случае, при A - самосопряженный 
положительный оператор, данная задача исследована в [3]. 
 Напишем задачу (1), (2) в виде операторного уравнения 

fuPuPPu =+≡ 10 , 
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o

4
2 , причем 
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Сперва займемся решением уравнения fuP =0 . Имеет место  
 Теорема 1. При выполнении условия 1) оператор 0P  отображает 

пространство ( )H;RW +

o
4

2  на пространство ( )H;RL +2  изоморфно. 
 Доказательство. Как в работе [4], легко показать, что вектор- 
функции 
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принадлежат пространству ( )H;RW 4
2  и удовлетворяют уравнениям 

( ) fuAu =+ 444 α  и ( ) fuAu =+ 444 β , соответственно, почти всюду в 

+R . Обозначим сужение ( )tu1  на [ ]1,0  через ( )t1ψ , а сужение ( )tu2  на 

[1,∞] через ( )t2ψ . Из теоремы о следах вытекает, что ( )01ψ ,  

( ) 272 1 H∈ψ , а ( )01ψ ′′ , ( ) 232 1 H∈′′ψ  (см [1]). Обозначим 
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где 
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 а неизвестные векторы 

),j(j 61=ϕ  принадлежат пространству 
2

7
H . Из условия 



 222

)H;R(Wu +∈
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4
2  вытекает, что .,j),()(,)(,)( )j()j( 30110000 2111 ===′′= ξξξξ  

Из этих условий легко определяются векторы ).,j(Hj 61
2

7 =∈ϕ  Так 

как уравнение 00 =uP  имеет только нулевое решение из пространства 

)H;R(W +

o
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22
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uconstuP ≤ ,  то утверждение теоремы вытекает 

из теоремы Банаха об обратном операторе. Теорема доказана. 
Из этой теоремы вытекает, что нормы  4

2Wu  и 
2

0 L
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Для оценок этих чисел докажем следующую лемму. 

Лемма 1. При выполнении условия 1) для любого ( )HRWu ;4
2 +∈
o

  
имеет место неравенство 
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Доказательство. Очевидно, что  
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Учитывая, что при ( )HRWu ;4
2 +∈
o  ( ) ( ) 000 =′′= uu , интегрируя 

по частям, получаем: 
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Следовательно, из условия 1) получаем: 
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Учитывая неравенство (6) в равенстве (5), получаем: 
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Отсюда следует утверждение леммы. 
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 Теперь оценим числа ( )+RN j

o

. Имеет место  

 Лемма 2. Числа  ( )+RN j

o

 удовлетворяют следующим неравенствам: 
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Доказательство. При ⎟
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Учитывая неравенство (5) в неравенстве (8), получаем: 

( ) ,uAcosuP
;min

uA
LLL
⎟
⎠
⎞′′−⎜⎜

⎝

⎛
≤′′

22

044

2

2

2

22

2 42
1

2

1 ε
βα

 

т.е. 
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Следовательно, неравенство (7) при 2=j  доказано. 
Неравенство (7) при 0=j  и 4=j  непосредственно следует из леммы 1 
(неравенство 4) (см. доказательство леммы 2 в случае 0=j  и 4=j  в ра-

боте [4]). Далее, при ( )HRWu ;4
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т.е. неравенство (7) при 1=j  также доказано. При 3=j  имеем: 
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Лемма доказана. 
 Теперь докажем теорему о регулярной разрешимости задачи (1), (2). 
 Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 2) и неравенство 
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Тогда задача (1), (2) регулярно разрешима. 
Доказательство. Из леммы 1 следует, что оператор 
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ограничен. После замены uP0=υ  уравнение fPu =  имеет вид: 
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Так как ( ) 1<εβαθ ;; , то оператор 1
01
−+ PPE  обратим в ( )H;RL +2  и мы 

можем найти u : 
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( ) fPPEPu
11

01
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Отсюда легко получается неравенство 

2
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Теорема доказана. 
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ДЮРДЦНЪЦ ТЯРТИБ КЯСИЛЯН ЯМСАЛЛЫ ОПЕРАТОР- ДИФЕРЕНСИАЛ 

ТЯНЛИКЛЯРИ ЦЧЦН БИР СИНИФ СЯРЩЯД МЯСЯЛЯСИНИН  
ЩЯЛЛОЛУНМА ШЯРТЛЯРИ ЩАГГЫНДА 

 
А.Т.ЯЛИЙЕВА 

 
АННОТАСИЙА 

 
Бу мягалядя йарымохда дюрдцнъц тяртибли кясилян ямсаллы оператор-

диференсиал тянликляри цчцн бир синиф сярщяд мясялясинин щяллолунма шяртляри алынмышдыр. 
Бу шяртляр верилян оператор- диференсиал тянлийин ямсаллары иля ифадя олунмушдур.  

 
ON THE SOLVABILITY OF ONE CLASS BOUNDARY- VALUE PROBLEM 
FOR THE OPERATOR – DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE FOURTH 

ORDER WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENTS  
 

А.T.ALIEVA 
 

ABSTRACT 
 

Solvability conditions for one class boundary – value problem for the operator – 
differential equations of the fourth order with discontinuous coefficients on semi – axis 
are obtained in this paper. These conditions are expressed only  in terms of the 
coefficients of given operator – differential equation. 
 
 
 
 
 


